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         1. Введение. 
        В работе единая методика применяется к экстремальным задачам для 
дифференциальных включений (см.[5]-[7]). Схема получения необходимых 
условий состоит из нескольких этапов. Сначала изучается непрерывная 
зависимость решения дифференциального включения от возмущения. Затем 
исследуется выпуклая вариационная задача, заданная в соответствующем 
пространстве. Хотя выпуклые вариационные задачи изучены разными 
авторами (см. [10]), но такие задачи не применимы к выпуклым 
экстремальным задачам для включений. Далее рассматривается выпуклая 
экстремальная задача для включений. Затем, используя теоремы о 
непрерывной зависимости решения включений от возмущения, невыпуклая 
экстремальная задача для включений приведена к вариационной задаче и 
получено необходимое  условие экстремума.  
        Работа является обобщением некоторых  результатов  работы aвтора в 
([5], с.82-106, [6],c.263-344), где получены необходимые и достаточные 
условия минимума для экстремальной задачи дифференциальных 
включений. B работе [8] получено необходимое и достаточное условие 
экстремума для обобщенной задачи Больца c переменной структурой. 
Данная работа является продолжением работы [8]. 

               2.Выпуклая экстремальная задача для дифференциальных          
        включений.      

             Символом  ]t,t[W 10
n

1,p  обозначается  банахово пространство  

абсолютно  непрерывных  функций  из  ]t,t[ 10  в  nR , первая производная 

которых принадлежит ]t,t[L 10
n
p , а символом ]T,t[W 2

m
1,p  обозначается 

банахово пространство абсолютно  непрерывных  функций  из   ]T,t[ 2   в   
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mR ,  первая  производная которых  принадлежит  ]T,t[L 2
m
p ,  где через 

sR обозначено  конечномерное  пространство (см. [3]). 
         Пусть   mn RR:A →  линейный  оператор, т.е.  nmA ×−   матрица   и  

∑∑
= =

=
m

1i

n

1j
ijaA .  Положим 

   )}t(Ax)t(y:]T,t[W]t,t[W)y,x{(W 122
m
1,110

n
1,1 =×∈= , 

с нормой ∫ ∫+++=⋅⋅
1

0 2

t

t

T

t
10 dt)t(y)t(Axdt)t(x)t(x))(y),(x( 

, где   

Tttt0 210 <≤<≤ . 
           Ясно, что пара  W)y,x( ∈  однозначно определяется  вектором  

))(y),t(Ax),(x),t(x( 10 ⋅⋅  . Определим  оператор m
10

n
1

n R]t,t[LR:S →×  в сле-

дующем виде )dt)t(zc(A))(z,c(S
1

0

t

t
∫+=⋅ , где ,Rc n∈ ].t,t[L)(z 10

n
1∈⋅ Тогда имеем  

             ]}T,t[L)(z],t,t[L)(z,Rc:))(z)),(z,c(S),(z,c{( 2
m
1210

n
11

n
211 ∈⋅∈⋅∈⋅⋅⋅    

является  подпространством в  ]T,t[LR]t,t[LR 2
m
1

m
10

n
1

n ××× . Поэтому, 
используя теорему Хана-Банаха имеем, что каждый линейный непрерывный  
функционал   *w  в   W   имеет  вид 

    

,dt))t(u)t(y(dt)bA)t()t(x(

)bAa)t(x(dt))t(u)t(y()b)dt)t(x)t(x(A(dt))t()t(x(

)a)t(x(dt))t(u)t(y()b)t(Ax(dt))t()t(x()a)t(x()y,x(,w

T

t

t

t

0

T

t

t

t
0

t

t

0

T

t
1

t

t
0

2

1

0

2

1

0

1

0

2

1

0

∫∫

∫∫∫

∫∫

++υ+

++=+++υ+

+=++υ+=

∗

∗

∗







 

где   ]T,t[L)(u,Rb],t,t[L)(,Ra 2
mm

10
nn

∞∞ ∈⋅∈∈⋅υ∈ .   Функционал  *w  
обозначается  символом  )u,b,,a( υ .  
          В  дальнейшем  равенства  и  включения,  связанные  с  измеримыми  
функциями   понимаются  как  почти  всюду.  
      Пусть   { }∅→× )R(compR]t,t[:a nn

10 , { }∅→× )R(compR]T,t[:b mm
2    

многозначные  отображения, где  )R(comp s   множество всех  непустых  

компактных подмножеств  sR , nRM ⊂ , }{RRR]t,t[:f n
10 +∞=→× ∞+   

и ∞+→× RR]T,t[:g m
2  нормальные  интегранты,  ,RRRR: mnn

∞+→××ϕ   
nmA ×−   матрица.   

       Рассмотрим  минимизацию  функционала  
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         ∫∫ ++ϕ=
T

t

t

t
10

2

1

0

dt))t(y,t(gdt))t(x,t(f))T(y),t(x),t(x()y,x(J                              (1) 

при  решениях  W)y,x( ∈  задачи  
               ))t(x,t(a)t(x ∈      при     ]t,t[t 10∈ ,      M)t(x 0 ∈ ,                                
               ))t(y,t(b)t(y ∈      при     ]T,t[t 2∈ .                                                 (2) 
Положим 

   




∉∞+
∈

=δ
,Mx,
,Mx,0

)x(M       




∉∞+
∈

=ω
),x,t(az,
),x,t(az,0

)z,x,t(1       





∉ν∞+
∈ν

=νω
).y,t(b,
),y,t(b,0

),y,t(2  

        Рассмотрим  минимизацию   функционала       

  

∫

∫

ω++

+ω++δ+ϕ=

T

t
2

t

t
10M100

2

1

0

dt)))t(y),t(y,t())t(y,t(g(

dt)))t(x),t(x,t())t(x,t(f())t(x())T(y),t(x),t(x()y,x(Ф





    (3) 

в  пространстве  W . 
       Рассмотрим  возмущенный функционал 

         
,dt)))t()t(y),t(y,t())t(y,t(g(dt)))t(z)t(x),t(x,t(

))t(x,t(f())t(x())T(y),t(x),t(x(),z;y,x(Ф

T

t
21

t

t
0M10

2

1

0

∫

∫

ω+ω+++ω+

++δ+ϕ=ω



 

где  ]T,t[L)(],t,t[L)(z 2
m
110

n
1 ∈⋅ω∈⋅ .  Ясно,  что  )y,x(Ф)0,0;y,x(Ф 0= .  

       Пусть  nRM ⊂   выпуклое множество,  ∞+→× RR]t,t[:f n
10  и   

∞+→× RR]T,t[:g m
2  выпуклые нормальные интегранты, 

∞+→××ϕ RRRR: mnn  выпуклая функция, )}x,t(az:)z,x{(agr t ∈=  и 
)}y,t(b:),y{(bgr t ∈νν=  выпуклые  множества.  Положим 

),z,y,x(inf),z(h
W)y,x(

ωΦ=ω
∈

. Из  предложения  2.5 [4]  вытекает,  что  h  

выпуклая функция.  Если  h  субдифференцируема в нуле, то задача (1),(2) 
называется стабильной. Положим   0)},x,t(ay:ysup{)x,t(a =∅∈= . 
      Лемма  1.  Если  отображение  )x,t(at →  измерима  на ]t,t[ 10 ,  
отображение  )y,t(bt →  измеримо  на  ]T,t[ 2 ,  tgra  и  sgrb  замкнуты и 
выпуклы  почти  при  всех ]t,t[t 10∈    и  ]T,t[s 2∈ , существуют  такие  
суммируемые  функции  )t(1λ  и  )s(2λ ,  что  )x1()t()x,t(a 1 +λ≤   при  

]t,t[t 10∈  ,  nRx∈ ,  )y1()s()y,s(b 2 +λ≤    при  ]T,t[s 2∈  , mRy∈   и  при  
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некотором Mx)t(x 000 ∈=  существует   решение )t(x 0  задачи   
)),t(x,t(a)t(x ∈  00 x)t(x =  которое  принадлежит })x,t(a:x{adom t ∅≠=  

вместе  с   некоторой   ε  трубкой, т.e.  t0 adom}x)t(x:x{ ⊂ε≤−   при  
]t,t[t 10∈     и  существует  решение  )t(y0   задачи   )),t(y,t(b)t(y ∈    

)t(Ax)t(y 102 =   которое  принадлежит })y,t(b:y{bdom t ∅≠=  вместе   с   
ε   трубкой, т.e.   t0 bdom}y)t(y:y{ ⊂ε≤−   при  ]T,t[t 2∈ ,  где  0>ε ,  

,RR]t,t[:f n
10 ∞+→×   ∞+→× RR]T,t[:g m

2   выпуклыe  нормальные  

интегранты,  функционал ∫=⋅
1

0

t

t
f dt))t(x,t(f))(x(J  непрерывен   в   точке  

]t,t[W)(x 10
n
1,10 ∈⋅ , ∫=⋅

T

t
g

2

dt))t(y,t(g))(y(J   непрерывен  в  точке  

]T,t[W)(y 2
m
1,10 ∈⋅ ,  ϕ   выпуклая   функция  и   )),t(x( 0 ⋅ϕ   непрерывна  в  

точке  ))T(y),t(x( 010 ,   nRM ⊂   выпуклое  множество,  nmA ×−   матрица,   
)y,x(inf 0W)y,x(

Φ
∈

 конечен,  то  задача   (3)   стабильна. 

       Доказательство. Из  непрерывности  и  выпуклости )x(J f  в  точке 
]t,t[W)(x 10

n
1,10 ∈⋅  следует, что  существуют  такие  01 >α   и  1M , что  

1f M)x(J ≤  при  1W0 n
1,1

)(x)(x α<⋅−⋅ . Из  непрерывности  и  выпуклости 

)y(Jg  в  точке ]T,t[W)(y 2
m
1,10 ∈⋅  получим, что существуют такие 02 >α   и  

2M , что 2g M)y(J ≤  при  2W0 m
1,1

)(y)(y α<⋅−⋅ . Аналогично,  существуют  

такие 03 >α  и 3M , что 32100 M)b,b),t(x( ≤ϕ  при 

301021 ))T(y),t(x()b,b( α<− . Обозначим  }.,,,min{ 321 εααα=α  По  лемме 
9.1[5]  для  0>α  существуют 01 >δ  и 02 >δ  такие, что при ],t,t[L)(z 10

n
1∈⋅  

1Ln
1

)(z δ≤⋅  и ],T,t[L)( 2
m
1∈⋅ω  2Lm

1
)( δ≤⋅ω   существуют такое решение  zx  

задачи  ),t(z))t(x,t(a)t(x −∈  00 x)t(x =  и  такое  решение ωy  задачи  
),t())t(y,t(b)t(y ω−∈  )t(Аx)t(y 1z2 = ,   что  α<⋅−⋅ n

1,1W0z )(x)(x   и 

α<⋅−⋅ω m
1,1W0 )(y)(y .  Поэтому получим,  что 

21zW)y,x(
MM),z,y,x(),z,y,x(inf),z(h +≤ωΦ≤ωΦ=ω ω∈

 

при ],T,t[L)(],t,t[L)(z 2
m
110

n
1 ∈⋅ω∈⋅  δ<⋅ n

1L
)(z , δ<⋅ω m

1L
)( , где 

},min{ 21 δδ=δ . Согласно  предложению  1.2.5  [10],   отсюда   следует,  что  
функция  h   непрерывна  в  нуле. Тогда  из  предложения  1.5.2 [10]   
вытекает, что функция  h  субдифференцируема  в  нуле.  Лемма  доказана.   
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        Обозначим    ),z,x,t()x,t(f)z,x,t(f 1ω+=    ),y,t()y,t(g),y,t(g 2 νω+=ν   

и  если   ,R n∈υ mRu∈ ,  то   положим    )}z,x,t(f)z{(inf),x,t(f
nRz

0 +υ=υ
∈

,  

)},y,t(g)u{(inf)u,y,t(g
mR

0 ν+ν=
∈ν

,   )}z,x,t()z{(inf),x,t( 1
Rz

0
1 n

ω+υ=υω
∈

,     

)},y,t()u{(inf)u,y,t( 2
R

0
2 m

νω+ν=ω
∈ν

.    

        Ясно, что   

            
),,x,t()x,t(f)}z,x,t()z{(inf)x,t(f

)}z,x,t()x,t(f)z{(inf),x,t(f

0
11

Rz

1
Rz

0

n

n

υω+=ω+υ+=

=ω++υ=υ

∈

∈  

      
).u,y,t()y,t(g)},y,t()u{(inf)y,t(g

)},y,t()y,t(g)u{(inf)u,y,t(g

0
22

R

2
R

0

m

m

ω+=νω+ν+=

=νω++ν=

∈ν

∈ν  

        Теорема 1. Пусть  ∞+→× RR]t,t[:f n
10  и   ∞+→× RR]T,t[:g m

2  
выпуклые  нормальные интегранты, ∞+→××ϕ RRRR: mnn  выпуклая 
функция,  nmA ×−  матрица, отображение )x,t(at →  измеримо на ]t,t[ 10 ,  
отображение  )y,t(bt →  измеримо на ]T,t[ 2 ,  множества tgra  и  sgrb  
выпуклые почти  при  всех ]t,t[t 10∈   и  ]T,t[s 2∈ , M -выпуклое множество. 
Для того, чтобы функция W))(y),(x( ∈⋅⋅  среди  всех  функций W))(y),(x( ∈⋅⋅  
минимизировала функционал  (3)  достаточно, чтобы  нашлись  функции  

]t,t[W)( 10
n
1,1∈⋅υ   и   ]T,t[W)(u 2

m
1,1∈⋅    такие,  что 

1)  )))t(),t(x,t())t(x,t(f()t( 0
1 υω+∂∈υ−      при  ]t,t[t 10∈ ,     

2)   ))t()t(x())t(),t(x,t(0
1 υ=υω         при  ]t,t[t 10∈ , 

3)  )))t(u),t(y,t())t(y,t(g()t(u 0
2ω+∂∈−      при  ]T,t[t 2∈ ,                 

4)   ))t(u)t(y())t(u),t(y,t(0
2

=ω       при  ]T,t[t 2∈ ,    

5) ),))t(x())T(y),t(x),t(x(())T(u),t(uA)t(,)t(( 0M10210 δ+ϕ∂∈−υυ− ∗    
а если выполнены условия леммы 1  при  ))s(y),t(x())s(y),t(x( 00 = ,  то  
условия 1)-5)  являются  необходимыми.  
       Доказательство. Достаточность  теоремы  непосредственно  
проверяется. 
     Необходимость.  Из  леммы  1  вытекает, что  h  субдифференцируема  в  
точке  нуль. Поэтому из замечания  3.2.3  и  из предложения 3.2.4 [10]  
вытекает, что  решения  W))(y),(x( ∈⋅⋅  задачи  }W)y,x(:)y,x(inf{ 0 ∈Φ  и 
решения  ))(u),(( ⋅⋅υ−   задачи   )}u,,0,0({sup *

]T,t[L]t,t[L)u,( 2
m

10
n

υΦ−
∞∞ ×∈υ

  связаны  

экстремальным  соотношением 
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                         0)u,,0,0()0,0,y,x( * =−υ−Φ+Φ .                                             (4) 
Обозначив  )x()y,x,x()y,x,x( 0M1010 δ+ϕ=ϕ ,  имеем 

=ϕ−ω+−

−+−ω−υ−=−υ−Φ

∫

∫ ∫ ∫

×∈ω
∈

))}T(y),t(x),t(x(dt))t()t(y),t(y,t(g

dt))t(z)t(x),t(x,t(fdt))t(u)t((dt))t()t(z({sup)u,,0,0(

10

T

t

t

t

T

t

t

t
]T,t[L]t,t[L),z(

W)y,x(

*

2

1

0 2

1

0

2
m
110

n
1





∫ ∫ ∫ +ω+−υ+υ+−=

×∈ω
∈

1

0

1

0 2

2
m
110

n
1

t

t

t

t

T

t
]T,t[L]t,t[L),z(

W)y,x(
dt))t(u)t()t(y(dt))t()t(x(dt))t()t(z)t(x({sup   

−ω+−+−+ ∫∫∫
T

t

t

t

T

t 2

1

02

dt))t()t(y),t(y,t(gdt))t(z)t(x),t(x,t(fdt))t(u)t(y(             (5) 

))}.T(y),t(x),t(x(dt))t(u),t(y,t(g

dt))t(),t(x,t(fdt))t(u)t(y(dt))t()t(x({sup))}T(y),t(x),t(x(

10

T

t

0

t

t

T

t

t

t

0

W)y,x(
10

2

1

0 2

1

0

ϕ−−

−υ−+υ=ϕ−

∫

∫ ∫ ∫
∈



 

         Обозначим   ∫ ∫+υ=
1

0 2

t

t

T

t

00
1 ,dt))t(u),t(y,t(gdt))t(),t(x,t(f)y,x(J  

))T(y),t(x),t(x()y,x(J 102 ϕ= .    
Из  (4), (5)  вытекает,  что   )y,x(J1   и   )y,x(J 2  собственные  функционалы. 
Так как ( ) ( ))t(z)t(z)t(inf))t(,x)t(x,t(

)x)t(x,t(az

0
1 υ≤υ=υ+ω

+∈
, где 

)x)t(x,t(a)t(z +∈  измеримая функция и )x)t(x1()t()t(z 1 ++λ≤ ,  то  

))t(,x)t(x,t(0
1 υ+ω  суммируема  при  nRx∈ , ε<x .  Аналогично  имеем, 

что  ))t(u,z~)t(y,t(0
2 +ω  суммируема  при  mRz~∈ , ε<z~ .   Поэтому,  по 

условию  существует  число   0r >   такое, что функции       
)),t(,x)t(x,t()x)t(x,t(f))t(,x)t(x,t(f 0

1
0 υ+ω++=υ+  =+ ))t(u,z~)t(y,t(g 0  

))t(u,z~)t(y,t()z~)t(y,t(g 0
2 +ω++=   суммируемы при   nRx∈ , rx <   и    

mRz~∈ , rz~ < .  Отсюда следует, что  при   условии   теоремы  1  функционал   
J1   непрерывен  в  точке   ))(y),(x( ⋅⋅  в W ,   а  ))(y),(x(J 2 ⋅⋅   конечен.  По  
соотношению  (4)   имеем 

  .0)u,,0,0())T(y),t(x),t(x(dt))t(y),t(y,t(gdt))t(x),t(x,t(f *
10

T

t

t

t 2

1

0

=−υ−Φ+ϕ++ ∫∫   

Положив 
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      ∫ ∫ ϕ++υ=
1

0 2

t

t
10

T

t

00 ))T(y),t(x),t(x(dt))t(u),t(y,t(gdt))t(),t(x,t(f)y,x(S  

из   (5)   имеем,  что   )w(S)u,,0,0(* ∗∗=−υ−Φ , где   )u,0,,0(w υ=∗ . Так  как  

             ∫ ∫ −+υ≥∗∗ 1

0 2

t

t

T

t
),y,x(Sdt))t(u)t(y(dt))t()t(x()w(S           

            ∫ ∫ ++υ≤
1

0 2

t

t

T

t
0 ),y,x(Фdt))t(u)t(y(dt))t()t(x()y,x(S   

то  отсюда  получим, что 

        ∫ ∫ −≥−+υ≥∗∗
1

0 2

t

t

T

t
0 ).y,x(Ф)y,x(Sdt))t(u)t(y(dt))t()t(x()w(S   

Поэтому из  соотношения  (4)  вытекает,  что 

           ∫ ∫ −+υ=∗∗
1

0 2

t

t

T

t
),y,x(Sdt))t(u)t(y(dt))t()t(x()w(S   

           ∫ ∫ ++υ=
1

0 2

t

t

T

t
0 ).y,x(Фdt))t(u)t(y(dt))t()t(x()y,x(S   

Из  второго  соотношения  вытекает, что 

∫ ∫∫

∫∫ ∫

+υ=ϕ−−

−−ϕ++υ

1

0 22

1

0

1

0 2

t

t

T

t
10

T

t

t

t

t

t
10

T

t

00

.dt))t(u)t(y(dt))t()t(x())T(y),t(x),t(x(dt))t(y),t(y,t(g

dt))t(x),t(x,t(f))T(y),t(x),t(x(dt))t(u),t(y,t(gdt))t(),t(x,t(f





  

Отсюда,   используя  неравенства  Юнга-Фенхеля,  получим 
            ))t()t(x())t(x),t(x,t(f))t(),t(x,t(f 0 υ=−υ        при     ]t,t[t 10∈ , 

            ))t(u)t(y())t(y),t(y,t(g))t(u),t(y,t(g 0
 =−          при     ]T,t[t 2∈ . 

Поэтому   ))t()t(x())t(),t(x,t(0
1 υ=υω    при  ]t,t[t 10∈   и  ))t(u)t(y())t(u),t(y,t(0

2
=ω   

при  ]T,t[t 2∈ . Из  равенства                            

                 ∫ ∫ −+υ=∗∗
1

0 2

t

t

T

t
)y,x(Sdt))t(u)t(y(dt))t()t(x()w(S   

вытекает, что  )y,x(S)u,0,,0( ∂∈υ .   Из  теоремы  Моро-Рокафеллара (см.[1], 
с. 231)  имеем, что 
                               =∂ )y,x(S )y,x(J)y,x(J 21 ∂+∂ . 
Поэтому  существуют )y,x(J)u,b,,a( 11111 ∂∈υ    и  )y,x(J)u,b,,a( 22222 ∂∈υ   

такие, что )u,b,,a()u,b,,a()u,0,,0( 22221111 υ+υ=υ .  
          Так  как )y,x(J)u,b,,a( 11111 ∂∈υ ,  то  из  следствия  1[8]  вытекает, что  

функционал  *
11111 W)u,b,,a(w ∈υ=∗  принадлежит  )y,x(J1∂  тогда  и  только 
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тогда,  когда  ∗
1w   "абсолютно непрерывен"  и   ))t(),t(x,t(f)t( 0

1 υ∂∈υ−   при 

]t,t[t 10∈    и  ))t(u),t(y,t(g)t(u 0
1 ∂∈−   при ]T,t[t 2∈ .  По определению 

функционал *
11111 W)u,b,,a(w ∈υ=∗   "абсолютно непрерывен",  если  

существуют  функции   ]t,t[L 10
n
11 ∈υ∗ ,   ]T,t[Lu 2

m
11 ∈

∗  такие,  что  

  
.ds)s(uds)s(u)t(u,bAds)s(uA

ds)s(ds)s()t(,bAds)s(uAds)s(a

t

t
1

T

t
111

T

t
1

t

t

T

t

t

t
1

t

t
111111

222

1

0 2 0

1

0

∫∫∫

∫ ∫ ∫∫

∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

−=−+

+υ−υ=υ−+υ=
  

     Из  следствия  2 [8]  вытекает,  что  функционал  *
22222 W)u,b,,a(w ∈υ=∗  

принадлежит   )y,x(J 2∂  тогда и только  тогда, когда существуют    n
1 Rd ∈   и   

m
2 Rd ∈    такие, что    12 d)t( =υ   при   ]t,t[t 10∈ ,   22 d)t(u =   при   ]T,t[t 2∈    

и     ))T(y),t(x),t(x()d,dAbAd,da( 10222112 ϕ∂∈−+− ∗∗ .   Из  равенства  
)u,b,,a()u,b,,a()u,0,,0( 22221111 υ+υ=υ  следует, что   21 aa0 += , 

21 υ+υ=υ , 21 bb0 +=  и   21 uuu += .  Отсюда  имеем, что   12 aa −= , 

11 d)t()t( −υ=υ    при   ]t,t[t 10∈ ,  12 bb −=   и    21 d)t(u)t(u −=  при  
]T,t[t 2∈ . Тогда 

                 )))t(),t(x,t())t(x,t(f())t(),t(x,t(f)t( 0
1

0 υω+∂=υ∂∈υ−  ,           

                 )))t(u),t(y,t())t(y,t(g())t(u),t(y,t(g)t(u 0
2

0 ω+∂=∂∈−  , 
                 ))T(y),t(x),t(x()d,dAbAd,da( 10221111 ϕ∂∈−−−− ∗∗ , 
И 

.dds)s(uds)s(u)t(u,dbAds)s(uA

ds)s(ds)s()t(,bAds)s(uAds)s(a

2

t

t
1

T

t
111

T

t
1

t

t

T

t

t

t
1

t

t
11111

222

1

0 2 0

1

0

+−=+−+

+υ−υ=υ−+υ=

∫∫∫

∫ ∫ ∫∫

∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

   

Отсюда  вытекает, что    )t()t(1 υ−=υ∗
  и    )t(u)t(u1

−=∗ . Поэтому  

 
2

t

t

T

t
11

T

t

t

t

T

t

t

t

t

t
11

dds)s(uds)s(u)t(u,dbAds)s(uA

ds)s(ds)s()t(,bAds)s(uAds)s(a

222

1

0 2 0

1

0

++−=+−−

−υ+υ−=υ−−υ−=

∫∫∫

∫ ∫ ∫∫

∗∗

∗∗





 

Отсюда  имеем, что   ,bA))t(u)T(u(A)t()t(a 12011
∗∗ −−−υ+υ−=  

,dbA))t(u)T(u(A)t( 1121 +−−−=υ ∗∗  2d)T(u = .  Поэтому  
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.d)T(u,bA))t(u)T(u(A)t(d

,bA))t(u)T(u(A)t()t(a

21211

12011

=+−+υ=

−−−υ+υ−=
∗∗

∗∗

 

        Тогда из  соотношения     ))T(y),t(x),t(x()d,dAbAd,da( 10221111 ϕ∂∈−−−− ∗∗    
следует,  что     
  .))T(y),t(x),t(x())T(u),t(uA)t(,)t(( 10210 ϕ∂∈−υυ− ∗  Теорема  доказана. 
        3. Невыпуклая экстремальная задача для дифференциальных  
включений         
        Рассмотрим  минимизацию  функционала  

                     ∫∫ ++ϕ=
T

t

t

t
10

2

1

0

dt))t(y,t(gdt))t(x,t(f))T(y),t(x),t(x()y,x(J                   (6) 

при  решениях  W)y,x( ∈  задачи  
                ))t(x,t(a)t(x ∈    при     ]t,t[t 10∈ ,     n

0 RM)t(x ⊂∈ ,     
                ))t(y,t(b)t(y ∈       при    ]T,t[t 2∈ .                                                 (7) 
         Требуется  найти  необходимые  условия  оптимальности   решения  
задачи   (6),(7).  Пусть   
      ,zinf)z,x,t(

)x,t(a1 −ω=ψ
∈ω

    ,v~inf)v,y,t(
)y,t(b~2 −ω=ψ

∈ω
.xyinf)x(q

My
−=

∈
 

         Отметим,  что (cм. [5])  если    11x xx)t(k))x,t(a),x,t(a( −≤ρ   при  1x   и   

x ,  то   111111 zzxx)t(k)z,x,t()z,x,t( −+−≤ψ−ψ      при    n
1 Rz,z ∈ . 

         Рассмотрим  задачу  

        +++ϕ=Φ ∫∫ν

T

t

t

t
10

2

1

0

dt))t(y,t(gdt))t(x,t(f))T(y),t(x),t(x()y,x(  

        .min)dt))t(y),t(y,t(dt))t(x),t(x,t())t(x(q(
1

0 2

t

t

W)y,x(T

t
210 ∫ ∫

∈

→ψ+ψ+ν+ 
 

           Решение  задачи  (6),(7)  обозначим  через  (t))y(t),x( .  
          Лемма 2.  Пусть  M  непycтoe  замкнутое  множество  в  nR ,  функции  

 x)f(t,t →  и   y)g(s,s →  измеримы,  существует  число  0>α  такое, что  
 x)a(t,  в   области  ]t,t[t 10∈ ,  α≤− )t(xx   непycтoe  компактное  множес-

тво,   x)a(t,  измеримо   по  t,   y)b(s,  в  области  ]T,t[s 2∈ , α≤− )s(yy  
непycтoe  компактное  множество,  y)b(s, измеримо по  s ,  существуют  
суммируемые  функции )t(k1 , )s(k 2 , )t(k3 , )s(k 4  и  число   0k 0 >  такие,  что 
      111x xx)t(k))x,t(a),x,t(a( −≤ρ ,        ,yy)s(k))y,s(b),y,s(b( 121x −≤ρ  
      ,yy)s(k)y,s(g)y,s(g,xx)t(k)x,t(f)x,t(f 141131 −≤−−≤−  

     )z~zz~zz~z(k)z~,z~,z~()z,z,z( 3322110321321 −+−+−≤ϕ−ϕ  
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при  α≤− )t(xx ,  ,)t(xx1 α≤−  α≤− )s(yy ,  ,)s(yy1 α≤−  

,)t(xz 01 α≤−  α≤− )t(xz~ 01 , ,)t(xz 12 α≤− α≤− )t(xz~ 12 ,  

,)T(xz3 α≤− α≤− )T(xz~3 . 
        Тогда   ( )(x ⋅ , ))(y ⋅   минимизирует  функционал   )y,x(νΦ   на  множестве  
D , где ( )( ))t(

1
)t()T(m)T(m 11 e)t(e1e)T(me1)2A(L χχ χ+++++≥ν ,      nmA ×−   

матрица, 

∫∫ ++=








β
α

<⋅⋅−⋅⋅∈=
T

t
04

t

t
3W

2

1

0

,k2dt)t(kdt)t(kL,))(y),(x())(y),(x(:W)y,x(D

.ds)s(k)t(m,ds)s(k)t(,))T(m2(e))t(2(e)2A(
t

t
2

t

t
1

2)T(m2
1

)t(

20

1 ∫∫ ==χ+χ++>β χ  

        Доказательство.  Пусть ))(y),(x( ⋅⋅ ,  D))(y),(x( 11 ∈⋅⋅ . Тогда    

∫ ∫ +−+−≤−
1

0 2

t

t

T

t
141311 dt)t(y)t(y)t(kdt)t(x)t(x)t(k)y,x(J)y,x(J  

+−+−+−≤

≤−+−+−+

∫∫
≤≤≤≤

T

t
010041Ttt

t

t
31ttt

1011100100

22

1

010

)t(x)t(xkdt)t(k)t(y)t(ymaxdt)t(k)t(x)t(xmax

)T(y)T(yk)t(x)t(xk)t(x)t(xk
     

∫∫ ++≤−+−+
T

t
4

t

t
3101110

2

1

0

dt)t(kdt)t(k()T(y)T(yk)t(x)t(xk                

        
.)y,x()y,x()k2dt)t(k

dt)t(k())t(y)t(ymax)t(x)t(xmax)(k2

W110

T

t
4

t

t
31Ttt1ttt0

2

1

0210

−++

+≤−+−+

∫

∫
≤≤≤≤

 

     Пусть  существует  D)y~,x~( ∈ ,  что  )y,x()y~,x~( νν Φ<Φ .  Положив  в  

лемме   9.1[5 ]      ,))t(x~),t(x~,t()t(p 1
ψ=  ))t(x~(q 0=δ   получим,  что  существует  

решение  )(x 0 ⋅   задачи  )),t(x,t(a)t(x 00 ∈  000 x)t(x =  такое ,  что  

         ( ) ∫ ψ+χ++≤⋅−⋅ χχ
1

0

11
n
1,1

t

t
10

)t(
1

)t(
W0 ),dt))t(x~),t(x~,t())t(x~(q(e)t(e1)(x~)(x   

где  Mx 0 ∈  такой,  что  000 x)t(x~))t(x~(q −= .  Положив  в  лемме  9.1[5]     

,))t(y~),t(y~,t()t(p 2
ψ=  ))t(x~)t(x(A 110 −=δ   получим, что  существует  решение  

)(y0 ⋅   задачи   )),t(y,t(b)t(y 00 ∈  )t(Ax)t(y 1020 =  такое,  что  

  ( ) ∫ ≤ψ+−++≤⋅−⋅
T

t
2110

)T(m)T(m
W0

2

n
1,1

)dt))t(y~),t(y~,t())t(x~)t(x(A(e)T(me1)(y~)(y   
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( ) ( )

( )

.)dt))t(y~),t(y~,t(dt))t(x~),t(x~,t())t(x~(q)(e)t(

e1(e)T(me1)1A()dt))t(y~),t(y~,t(

)dt))t(x~),t(x~,t())t(x~(q(e)t(e1A(e)T(me1

T

t
2

t

t
10

)t(
1

)t()T(m)T(mT

t
2

t

t
10

)t(
1

)t()T(m)T(m

2

1

0

1

1

2

1

0

11

∫∫

∫

∫

ψ+ψ+χ+

+++++≤ψ+

+ψ+χ++++≤

χ

χ

χχ







        

Тогда  получим,  что 

   
( )

.)dt))t(y~),t(y~,t(dt))t(x~),t(x~,t())t(x~(q)(e)t(

e1(e)T(me1)2A()y~,x~()y,x(
T

t
2

t

t
10

)t(
1

)t()T(m)T(m
W00

2

1

0

1

1

∫∫ ψ+ψ+χ+

+++++≤−

χ

χ



 

Получим, что 

≤ψ−ψ+ψ−ψ+

+−=ψ+ψ+

∫∫

∫∫
T

t
22

t

t
11

00

T

t
2

t

t
10

2

1

0

2

1

0

dt)))t(y),t(y,t())t(y~),t(y~,t((dt)))t(x),t(x,t())t(x~),t(x~,t((

))t(x(q))t(x~(qdt))t(y~),t(y~,t(dt))t(x~),t(x~,t())t(x~(q











 

       ∫ +−+−+−≤
1

0

t

t
100 dt))t(x)t(x~)t(x)t(x~)t(k()t(x)t(x~( 

  

.)dt)t(kdt)t(k1(

)y,x()y~,x~()dt)t(kdt)t(k1(dt))t(y)t(y~)t(y)t(y~)t(k(

T

t
2

t

t
1

W

T

t
2

t

t
1

T

t
2

2

1

0

2

1

02

∫∫

∫∫∫

β
α

++<

<−++≤−+−+ 


       Отсюда  вытекает,  что   

 ∫ ∫∫∫ β
α

++<ψ+ψ+
T

t

T

t
2

t

t
12

t

t
10

2 2

1

0

1

0

)dt)t(kdt)t(k1(dt))t(y~),t(y~,t(dt))t(x~),t(x~,t())t(x~(q   .    

Поэтому 
( )( ) +χ+++++≤− χχ ))t(x~(q(e)t(e1e)T(me1)2A()y,x()y,x( 0

)t(
1

)t()T(m)T(m
W00

11

     ≤−+ψ+ψ+ ∫∫ W

T

t
2

t

t
1 )y,x()y~,x~()dt))t(y~),t(y~,t(dt))t(x~),t(x~,t(

2

1

0

  

( )( ) .))T(m)t(1(e)t(e1e)T(me1)2A( 1
)t(

1
)t()T(m)T(m 11 α<

β
α

+
β
α

+χ+χ+++++≤ χχ

Положим   ( )( ))t(
1

)t()T(m)T(m 11 e)t(e1e)T(me1)2A(L χχ χ+++++≥ν .  Тогда 
          +ν+≤−+< ))t(x~(q()y~,x~(J)y~,x~()y,x(L)y~,x~(J)y,x(J 0W0000  

         ).y,x(J)y,x()y~,x~()dt))t(y~),t(y~,t(dt))t(x~),t(x~,t(
T

t
2

t

t
1

2

1

0

=Φ<Φ=ψ+ψ+ νν∫∫   
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Полученное  противоречие  завершает  доказательство  леммы.  Лемма  
доказана. 
       Пусть +∞<)x(q 0 . Если  q  липшицевая функция вблизи 0x , то 
положим (см.[2])   

                               
λ
−λ+

=
↓λ

→

)y(q)xy(qlim)x;x(q
0

0xy0
]1[ , 

                  }Xxприx,x)x;x(q:Xx{)x(q 0
]1[

0c ∈≥∈=∂ ∗∗∗ . 

       Теорема 2.  Если  удовлетворяются  условия  леммы 2  и ))t(y),t(x(  
среди  всех  решений  задачи  (7)   минимизирует  функционал  (6), то 
существуют  функции  ]t,t[W)( 10

n
1,1∈⋅υ   и   ]T,t[W)(u 2

m
1,1∈⋅     такие, что 

   1) )))t(x),t(x,t())t(x,t(f())t(),t(( 1C
 νψ+∂∈υυ       при    ]t,t[t 10∈ , 

   2) )))t(y),t(y,t())t(y,t(g())t(u),t(u( 2C
 νψ+∂∈        при   ]T,t[t 2∈ ,    

   3) )))t(x(q))T(y),t(x),t(x(())T(u),t(uA)t(,)t(( 010C210 ν+ϕ∂∈−+υ−υ ∗  , 
где   ( )( ))t(

1
)t()T(m)T(m 11 e)t(e1e)T(me1)2A(L χχ χ+++++≥ν . 

         Доказательство. Из леммы 2 следует, что  )y,x()y,x( νν Φ≤Φ  при  
.D)y,x( ∈ Поэтому .0)y,x;y,x(0 ≥Φν Положив )z,x,t()x,t(f)z,x,t(f 1νψ+= , 

)v,x,t()y,t(g)v,y,t(g 2νψ+=  и  )x(q)z,y,x()z,y,x( ν+ϕ=ϕ ,  по  лемме  
Фату  (см.[9, с.97])   имеем  

 ∫∫ ++≤Φν

T

t

]1[
t

t

]1[]1[

2

1

0

dt)))t(y),t(y();t(y),t(y,t(gdt)))t(x),t(x();t(x),t(x,t(f)y,x;y,x( 





  

          ).y,x()))T(y),t(x),t(x();T(y),t(x),t(x( 1010
]1[

νΦ≡ϕ+  
Поэтому )0,0())t(y),t(x( =  минимизирует  функционал )y,x(νΦ  в W . 
Легко можно проверить, что для  )y,x(νΦ  также выполняются условия 
следствия 4[8]. Тогда из следствия 4[8] следует, что существуют 
функции ]t,t[W)( 10

n
1,1∈⋅υ   и  ]T,t[W)(u 2

m
1,1∈⋅   такие,  что выполняются   

соотношения 1)-3)  теоремы  2.  Теорема  доказана. 
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